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Aufgabe 5-2 HITS-Algorithmus

Das Gesamtgewicht eines gerichteten Graphen G = (V ,E) sei

Dabei sei hi der Hubwert und ai der Autoritätswert
von Knoten i nach dem HITS-Algorithmus.

I(G) = ∑
i

∃(i , j) ∈E

hi + ∑
i

∃(j , i) ∈E

ai

Der nebenstehende Graph G hat drei bipartite Komponenten
G1,G2,G3.

a) Berechnen Sie mit dem HITS-Algorithmus, aber ohne
Normalisierung, die Vektoren bis h

3
und a3 für G.

b) Geben Sie zu jedem Schritt k die Gesamtgewichte
Ik (G1), Ik (G2), Ik (G3) der drei Komponenten an.

c) Welche der drei bipartiten Komponenenten G1,G2,G3
wird asymptotisch das höchste Gesamtgewicht erhal-
ten? Woran liegt das?

d) In G werde die Kante (3,9) eingefügt. Welche qualita-
tiven Auswirkungen hat das auf die Gesamtgewichte
der drei Komponenten?

e) Zusätzlich werde die Kante (10,3) eingefügt. Welche
qualitativen Auswirkungen hat das auf die Gesamt-
gewichte der drei Komponenten?
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1.1) The HITS ranking system favors the largest bipartite component, which corresponds to the principal eigen-

vector of ET E. Therefore, componentG1 will asymptotically prevail.

1.2) Authority scores:

Node 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Initial value 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Step 1 0 0 0 3 3 3 2 2 0 0 2 2

Step 2 0 0 0 9 9 9 4 4 0 0 4 4

Step 3 0 0 0 27 27 27 8 8 0 0 8 8

Hub scores:
Node 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Initial value 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Step 1 3 3 3 0 2 2 0 0 2 2 0 0

Step 2 9 9 9 0 4 4 0 0 4 4 0 0

Step 3 27 27 27 0 8 8 0 0 8 8 0 0

Hub scores:
Component G1 G2 G3

Initial value 6 4 4

Step 1 18 8 8

Step 2 54 16 16

Step 3 162 32 32

1.3) After the new edge, the graph is the following:
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Due to the current hub value of node 3, the authority value of node 9 increases, and in turn also the hub value

of node 3 will increase, and therefore the authority values of nodes 4, 5, and 6. Therefore, the new edge causes

I(G1) to increase. On the other hand, the authority value of node 9 does not impact on I(G3), where it is a
source, and for the same reason the new edge has no impact on I(G2).
1.4) Finally, after the addition of the last edge:

Zu „bipartit“: Seien VQ ,VZ zwei endliche Mengen und V =VQ ∪VZ .
Sei E =VQ ×VZ = {

(i , j)
∣∣ i ∈VQ ∧ j ∈VZ

}
.

(V ,E) ist der bipartite Graph mit Quellknotenmenge VQ und Zielknotenmenge VZ .

Anschaulich:
von jedem Quellknoten zu jedem Zielknoten gibt es ein Kante; das sind die einzigen Kanten.

Der gegebene Graph G = (V ,E) kann damit so dargestellt werden:

V = {1,... ,12} E = ({1,2,3}× {4,5,6}) ∪ ({5,6}× {7,8}) ∪ ({9,10}× {11,12})

Die drei Teilmengen von E entsprechen den drei bipartiten Komponenten von G:

G1 = (
{1,... ,6}, {1,2,3} × {4,5,6}

)
G2 = (

{5,... ,8}, {5,6} × {7,8}
)

G3 = (
{9,... ,12}, {9,10} × {11,12}

)
Man beachte:

die drei Komponenten von G sind nicht disjunkt,
der Graph ist aber trotzdem nicht zusammenhängend
(weder stark noch schwach).
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Lösungsvorschlag:

a) Hub-Vektor
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

h
0 = ( 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 )T

h
1 = ( 3, 3, 3, 0, 2, 2, 0, 0, 2, 2, 0, 0 )T

h
2 = ( 9, 9, 9, 0, 4, 4, 0, 0, 4, 4, 0, 0 )T

h
3 = ( 27, 27, 27, 0, 8, 8, 0, 0, 8, 8, 0, 0 )T

Authority-Vektor
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

a0 = ( 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 )T

a1 = ( 0, 0, 0, 3, 3, 3, 2, 2, 0, 0, 2, 2 )T

a2 = ( 0, 0, 0, 9, 9, 9, 4, 4, 0, 0, 4, 4 )T

a3 = ( 0, 0, 0, 27, 27, 27, 8, 8, 0, 0, 8, 8 )T

In jeder der drei bipartiten Komponenten
haben die Quellknoten hohe Hubwerte und die Zielknoten hohe Autoritätswerte.

Die relativ höchsten Werte haben dabei die Knoten der größten Komponente G1.
Je mehr Zielknoten, desto höher die Hubwerte.
Je mehr Quellknoten, desto höher die Autoritätswerte.

b) Gesamtgewichte der drei Komponenten: I(G) = ∑
i

∃(i , j) ∈E

hi + ∑
i

∃(j , i) ∈E

ai

Ik (G1) Ik (G2) Ik (G3)
k = 0 3 + 3 = 6 2 + 2 = 4 2 + 2 = 4
k = 1 9 + 9 = 18 4 + 4 = 8 4 + 4 = 8
k = 2 27 + 27 = 54 8 + 8 = 16 8 + 8 = 16
k = 3 81 + 81 = 162 16 + 16 = 32 16 + 16 = 32

c) Asymptotisches Verhalten:

Für jedes k ist das Gesamtgewicht von G1 am höchsten.

Mit wachsendem k nimmt der Unterschied zu
(auch unter Berücksichtigung der Normalisierung).

Auch asymptotisch hat G1 das höchste Gesamtgewicht.

Der HITS-Algorithmus favorisiert die größte bipartite Komponente
aus den Gründen, die wir in Teilaufgabe a) beobachtet haben.
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G′ =G+ (3,9):
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1.1) The HITS ranking system favors the largest bipartite component, which corresponds to the principal eigen-

vector of ET E. Therefore, componentG1 will asymptotically prevail.

1.2) Authority scores:

Node 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Initial value 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Step 1 0 0 0 3 3 3 2 2 0 0 2 2

Step 2 0 0 0 9 9 9 4 4 0 0 4 4

Step 3 0 0 0 27 27 27 8 8 0 0 8 8

Hub scores:
Node 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Initial value 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Step 1 3 3 3 0 2 2 0 0 2 2 0 0

Step 2 9 9 9 0 4 4 0 0 4 4 0 0

Step 3 27 27 27 0 8 8 0 0 8 8 0 0

Hub scores:
Component G1 G2 G3

Initial value 6 4 4

Step 1 18 8 8

Step 2 54 16 16

Step 3 162 32 32

1.3) After the new edge, the graph is the following:
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Due to the current hub value of node 3, the authority value of node 9 increases, and in turn also the hub value

of node 3 will increase, and therefore the authority values of nodes 4, 5, and 6. Therefore, the new edge causes

I(G1) to increase. On the other hand, the authority value of node 9 does not impact on I(G3), where it is a
source, and for the same reason the new edge has no impact on I(G2).
1.4) Finally, after the addition of the last edge:

G′′ =G′+ (10,3):
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The edge impacts on the authority score of node 3, therefore I(G1) and I(G2) do not change, and the hub score
of node 10 (and hence the authorities of nodes 11 and 12) is increased. Therefore, the new edge only impacts

on I(G3).

Exercise 2

The singular value decomposition of a term-document matrixA = UΣV T is

U =
1√
2




1 −1 0
1 1 0

0 0
√

2


 , Σ =




3 0 0
0 2 0
0 0 1


 , V =

1√
3




1 0 −1
1 1 1
0 1 −1
1 −1 0




2.1)What is the rank of the matrix A?
2.2) Perform a reduction of the LSI space of one dimension.

2.3) Given the new representation of matrix Â, apply an agglomerative clustering procedure to the collection.
Merge the clusters at each step according to the self-similaritymeasure by using as a measure of inter-document

similarity simply the dot-product 〈d1, d2〉.
2.4) Draw the resulting dendrogram. How many clusters can you find at a level of similarity of 2?
2.5) Check the clustering results you get by cutting across the dendrogram, by plotting them.

Solution 2

2.1)Matrix A was originally a 3×4matrix. The three elements in the diagonal matrixΣ are non-null, therefore
matrix AT A (hence, matrix A) has full rank (3).
2.2) Let us obtain Û , V̂ and Σ̂ by removing the third column from U and V , and the third row and column from
Σ, corresponding to the smallest eigenvalue ofAT A:

Û =
1√
2




1 −1
1 1
0 0


 , Σ̂ =

(
3 0
0 2

)
, V̂ =

1√
3

(
1 1 0 1
0 1 1 −1

)
.

2.3) After rank reduction, we can compute the similarity by

ÂT Â = V̂ Σ̂2V̂ T =
1

3




1 0
1 1
0 1
1 −1




(
9 0
0 4

) (
1 1 0 1
0 1 1 −1

)

Therefore, we obtain the following table of unnormalized dot product similarities:

2 3 4

1 3 0 3

2 4
3

5
3

3 − 4
3

d) In G werde Kante (3,9) eingfügt.

Qualitative Auswirkungen:

Der Autoritätswert von Knoten 9 war bisher 0
und ist jetzt der Hubwert von Knoten 3, also > 0.

Da der Autoritätswert von Knoten 9 wächst,
nimmt der Hubwert von Knoten 3 zu und damit die Autoritätswerte von Knoten 4, 5, 6.

Damit wächst I(G1).
Aber I(G3) bleibt unverändert, da Knoten 9 in Komponente G3 ein Quellknoten ist,
so dass sein höherer Autoritätswert keine Rolle für I(G3) spielt.

e) In den erweiterten Graphen werde zusätzlich noch Kante (10,3) eingfügt.

Qualitative Auswirkungen:

Der Autoritätswert von Knoten 3 war bisher 0
und ist jetzt der Hubwert von Knoten 10, also > 0.

Da der Autoritätswert von Knoten 3 wächst,
nimmt der Hubwert von Knoten 10 zu und damit die Autoritätswerte von Knoten 11, 12.
Das führt zu einer weiteren Erhöhung der Hubwerte von Knoten 9, 10.

Damit wächst I(G3).
Aber I(G1) bleibt unverändert, da Knoten 3 in Komponente G1 ein Quellknoten ist,
so dass sein höherer Autoritätswert keine Rolle für I(G3) spielt.

Beobachtung:
die eingefügte Kante ging in beiden Fällen
von einem Quellknoten einer Komponente zu einem Quellknoten einer anderen Komponente.

Das hat jeweils das Gesamtgewicht der ersten Komponente erhöht,
aber das der anderen Komponente nicht.


